
 

 2061 تابستان،  26دفاعی، شماره  پژوهشنامه علوم                                                                                        60/60/2061تاریخ دریافت: 

 29 تا 22 ص ص                                                                                                                                 12/60/2061 تاریخ پذیرش:    

 و کابرد آن در علوم دفاعی کسریاز مرتبه  دیفرانسیل تمعادلاشبیه سازی عددی 

 2، سعید حسن زاده 1ابومسلم محمدی

 

  دهیچک

 .یمپردازسازی عددی معادلات دیفرانسیل از مرتبه کسری و کاربردهای آن در علوم دفاعی میمقاله، ما به بررسی شبیه نیدر ا 

 میکنیمطیفی برای گسسته سازی زمانی استفاده  یهاروشبرای شبیه سازی عددی این معادلات تحت شرایط مرزی مختلف از 

طیفی یکی از  یهاروشمحاسبات سریع، همگرایی نمایی و پایداری روش برخوردار باشد.  یهاتیقابلتا روش پیشنهاد شده از 

مورد  یینما ییدقت بالا و نرخ همگرا لیکه به دل معادلات هستنداین های عددی برای حل ترین روشقدرتمندترین و پیشرفته

های مختلف طیفی به عنوان یک ابزار محبوب در حوزه یهاروشها، به علت این ویژگی قرار گرفته است. یادیتوجه پژوهشگران ز

از  یاهیپایک ، یزمان یپس از گسسته ساز .شوندعلمی و صنعتی، از جمله علوم دفاعی، الکترونیک و هوافضا به کار گرفته می

عنوان پایه در روش های لژاندر بهایاز چندجمله .را داشته باشدهمگن  یمرز طیشرا که میکنیم یمعرفرا ها یاچندجمله

 دستگاهی از کی برای فرمول بندی مجدد مساله به عنوان هاهیپا نیرا با ا نیروش گالرک کی. ما کنیمشده استفاده می پیشنهاد

نتایج به دست آمده  کنیم.برای انجام محاسبات و برنامه نویسی از نرم افزار میپل استفاده می .میکنیم شنهادی، پیمعادلات جبر

  .کندیارائه م مکاندر  یفیط ییگراهم کیمرتبه ثابت در زمان و  ییگراهم کی یشنهادیروش پدهد که نشان می

 .، روش طیفی، روش گالرکین KdVمعادله مشتق کسری،  ،کسریدیفرانسیل  تمعادلا ،سازی عددیشبیه :کلمات کلیدی
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 مقدمه 

با استفاده  فیقابل توصما دارای طبیعت غیرخطی هستند و  های موجود در محیط اطرافاز پدیده یاریبس

، اما آسان است های کامپیوتری، حل معادلات خطی . به دلیل پیشرفت سیستمباشندیماز معادلات غیرخطی 

این مقاله  . هدفمشکل خواهد بود یقدردقیق برای معادلات غیرخطی جواب ، یافتن یک یدر حالت کل

های تقریبی برای حل معادلات دیفرانسیل کسری غیرخطی است و برای دستیابی به این روشیکی از بررسی 

 (.  201۸  و همکاران،هقان )د .میپردازیم یتوابع حساب کسر یابتدا به معرفهدف، 

 دفاعیو  و حل مسائل پیچیده در علوم فیزیکی و مهندسی یسازمدلکسری ابزاری قدرتمند برای  حسابان

 دفاعیو  در مسائل فیزیکی و مهندسی وشده  یمنعطف متفاوت یاضیر یهایسازمدل جادیباعث ا که باشدیم

ها، تحلیل دهد تا در طراحی سیستماین روش به ما اجازه می. دارد یبهتر یهمخوانهای آزمایشگاهی با داده

تحلیل و بررسی  .بینی حرکتی اجسام با دقت بیشتر و صحت بالاتری عمل کنیما و پیشهرفتار سیستم

معادلات و  لیفرانسیبه انواع معادلات د تیدرنها هاآن یسازاز مسائل در حوزه علوم و مهندسی و مدل یاریبس

ها و معادلات به دلیل قابلیت توصیف پدیدهاین در علوم دفاعی، استفاده از . انجامدمیدیفرانسیل کسری 

از این استفاده با  دقیق و کامل، بسیار حائز اهمیت است. به همین دلیل، صورتبههای پیچیده سیستم

سازی کرد. های پرتاب را مدل کرده و شبیهها، پهپادها و سیستمحرکت اجسام مانند موشک توانمی معادلات

بینی حرکت و سرعت اجسام پیش تیباقابلهای دفاعی سازی سیستمتواند در طراحی و بهینهاین امر می

تواند به های راداری و سنسوری میسازی سیستممعادلات در مدل این استفاده ازهمچنین  .استفاده شود

های آوردن جوابدستبه .کمک کند هاآنها و بهبود عملکرد های این سیستمبینی قابلیتکاهش نویز، پیش

 محققان نیبنابرا ممکن است.ریغ باًیتقراز موارد  یارینبوده و در بس ریپذامکان شهیهماین معادلات تحلیلی 

اند. تحلیلی شده جواب بیجهت تقر یعدد یهاملزم به استفاده از روشمعادلات  دسته از نیحل ا یبرا

دقت بالا و نرخ  لیمعادلات بوده که به دل نیا یحل عدد یبرا هایکتکن نیدتریاز جدطیفی یکی  هایروش

ای و توابع ها انتخاب توابع پایهاین روشدر ،است قرارگرفته یادیزپژوهشگران  موردتوجههمگرایی نمایی 

توابع آزمون روند و می کاردر بسط جواب مساله به بیتوابع تقر عنوانبه هیتوابع پاآزمون نقش اساسی دارد. 

تابع جواب، با حداکثر دقت ممکن در معادله صدق کند،  بیتقر یبرا آمدهدستبه یسر کهنیا نیتضم یبرا

گیریم را درنظرمی KdV یکار، ما معادله کسر نیدر ا(.  1201 همکاران، و 1شن) گیرندمی قرار مورداستفاده

جی  ؛ 201۸ همکاران، و 2گوپتا) کنیمارائه می گالرکین یروش عددکمناسب، ی هیپاکیو پس از معرفی 

  (.  2021 و همکاران، 4جی سون یو ؛2020، 3هوان هی

  (1) 
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
+ 𝜇

𝜕3𝑢

𝛿𝑥3
+ 2𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝛾

𝜕2𝑢

𝛿𝑥2
= 𝑓,   (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × I 

Ω  که دامنه مکانی = I  دامنه زمانی و [1,1−] = (∘, 𝑇) صورت زیربا شرایط اولیه و مرزی به 

                                                 
1. Shen 

2. Gupta 

3. JI-HUAN HE  

4. Yu, Z, J, Sun 
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𝑢(𝑥,∘) = 𝑔(𝑥) 

𝑢(∘, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝑡) = ∘ ,   𝑡 ∈ 𝐼 

 

(2) 

  که
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
0  از مرتبه کپوتو یمشتق کسر   < 𝛼 <   (. ۵201 ،1کپوتو) است 1

 یتجرب جیو به نتا میکن فیرا توص هادهیپد یترقیدق طوربهتا  دهندیبه ما امکان م یمشتقات کسر

حوزه  کی به یکسر یجزئ لیفرانسیحل معادلات د یبرا یعدد یهاکی، توسعه تکنرونیا. از میشو ترکینزد

در  دهیچیمسائل پ لیدر تحل لیوویل مانیکپوتو و ر یمشتق کسر شود. لیتبد تواندیم قاتیمهم در تحق

از  یترقیدق فیتا به توص دهدیامکان م ،یعیو علوم طب یمهندس ات،یاضیر ک،یزیف ازجملهمختلف  یهانهیزم

در  دهیچیپ یهادهیپد یسازو مدل لیدر تحل تواندینوع مشتق م نی. استفاده از امیبپرداز هاستمیو س هادهیپد

0�� صورتبه αاز مرتبه  لیوویل مانیکپوتو و ر یمشتق کسر   .باشد دیمف یو مهندس یعلم یهاحوزه
𝐶

𝑡
𝛼𝑢   و

𝜕0
𝑅𝐿

𝑡
𝛼𝑢   شوندیمزیر تعریف  صورتبهو  شدهدادهنشان.   

  (3) 𝜕0
𝐶

𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) =

1

Γ(1 − 𝛼)
∫

𝜕𝑢(𝑥, 𝜏)

𝜕𝜏
 

𝑡

0

𝑑𝜏

(𝑡 − 𝜏)𝛼
 

  (4) 𝜕0
𝑅𝐿

𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) =

1

Γ(1 − 𝛼)
 

𝜕

𝜕𝜏
∫

𝑢(𝑥, 𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼
 

𝑡

0

𝑑𝜏 

 

 پیشینه تحقیق و مبانی نظری 

های اولیه آن شامل آثار محققانی نظیر ها و تلاشگردد و بحثبازمی 1۱تاریخچه حساب کسری به قرن  

 یبرا 𝐷𝛼𝑓(𝑥)مشتق لایبنیتز، اویلر، لاگرانژ، آبل، ریمان، لیوویل و بسیاری دیگر بوده است. توسعه مفهوم 

توجه  حساب دیفرانسیل و انتگرالابداع گویند، از زمان ، که به آن محاسبات کسری می 𝛼  حیصح ریغ ریمقاد

های اخیر کاربردهای عملی این مفهوم به طور چشمگیری مورد توجه محققین را جلب کرده است، اما تا دهه

 یبه مشتقات کسر یمشتقات معمول میگزارش مربوط به تعم نیاول(. 2،1۹۹۸پودلوبنی) قرار نگرفته است

 : دیپرس زتینیبلااز در نامه خود  تالیهوپاست که در آن  1۹۹۵در سال  تالیو هوپ زتینیبلامنسوب به 

عملگر 
𝑑𝑛𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
𝑛 که یدر صورت  =

1

2
 ؟دارد یهیچه توج ،باشد  

 :پاسخ داد زین زتینیبلا

 «آن آشکار خواهد شد. یدیمف جینتا یروز است و پارادوکس آشکار کی نیا» 

 

                                                 
5. Caputo 

 

2. Podlubny  
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 متعامد یهایاچندجمله

بر یکدیگر عموود هسوتند.    دودوبههایی است که ایچندجملهمتناهی از ای نادنباله 1متعامد یهایاچندجمله

هوای  متعامود هسوتند کوه در بوازه      یهوا یاچندجملهترین های هرمیت، لاگر و ژاکوبی از معروفایچندجمله

های خاصی چبیشف و لژاندر نیز حالت یهایاچندجملهمتناهی و متناهی خاصیت تعامد دارند. نامتناهی، نیمه

هوای مختلفوی   هوا در حووزه  ایچندجملوه متعامدند. این  [1.1−]ژاکوبی بوده که بر بازه    یهایاچندجملهاز 

گیری عددی، تقریب توابع، پردازش سیگنال، مکانیک کوانتومی و آنالیز آماری کاربردهای فراوانی مانند انتگرال

بوا اسوتفاده از    مووردنظر فرایند تقریب تابع  یسادگبهمتعامد  یهایاچندجملهمثال، استفاده از  عنوانبهدارند. 

ها ابوزار قدرتمنودی در تجزیوه و تحلیول ریاضوی و      ایچندجملهاین ، یطورکلبهکند. بسط سری را تسهیل می

دهند. خاصویت متعامود   و کارا در حل مسائل مختلف ارائه می افتهیسامانهستند و چارچوبی  هاآنکاربردهای 

بخشود. خوواو و   هوای فیزیکوی بهبوود موی    دلات، تقریوب توابوع و نموایش پدیوده    را در حل معا هاآنویژگی 

های علموی و مهندسوی   را به یک مفهوم اساسی در بسیاری از زمینه هاآنمتعامد  یهایاچندجملهکاربردهای 

  (.  3،1۹۹۸پودلوبنی ؛ 0201 ،2دیتلم)کندمی

 های لژاندرایچندجمله

متعامود   یهوا یاچندجملوه شوند، یک مجموعه از نشان داده می 𝑃𝑛(𝑥)  لژاندر، که با نماد یهایاچندجمله

 𝑁درجوه   لژانودر هوای  ایچندجملوه برای ارائوه روش عوددی از پایوه     در این مقاله هستند. [1.1−] روی بازه

  (.4،2012فاروکی)شوندصورت زیر تعریف میکنیم که بهاستفاده می

( ۵) (𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) = (2𝑛 + 1) 𝑥 𝑃𝑛(𝑥) − 𝑛 𝑃𝑛−1(𝑥) ,   𝑛 ≥ 1 

𝑃0(𝑥) = 1         , 𝑃1(𝑥) = 𝑥       ,       𝑃𝑛(−1) = (−1)𝑛      ,      𝑃𝑛(1) = 1 

 دهند:ها یک دستگاه متعامد میایچندجملهاین 

𝐿𝑛(𝑡) = 𝑃𝑛 (
2𝑡

𝑇
− 1)    ,     𝑛 = 0,1,2, … 

(۹) 

 

∫ 𝐿𝑚(𝑡)𝐿𝑛(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 =
𝑇

2𝑛 + 1
 𝛿𝑚,𝑛   ,   ∀𝑖, 𝑗 =∘, … , 𝑁 

 

 

                                                 
1. Orthogonal polynomials 

2. Diethelm  

3. Podlubny 

4. Farouki 
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 شناسی پژوهش  روش

(1) صوورت بوه را با شرایط اولیه و مرزی کوه   KdV یمعادله کسر −  درنظربگیریود  اسوت  شوده داده (2)

بوا بازنویسوی معادلوه     ،(201۱، و همکواران   3دهقان ؛ ۹201، و همکاران 2کولاهان ؛2120، و همکاران 1خادر)

 صورتبه

 
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼 + ℒ𝑢 + 𝒩𝑢 = 𝑓   

(۱) ℒ𝑢 = 𝜇
𝜕3𝑢

𝛿𝑥3
− 𝛾

𝜕2𝑢

𝛿𝑥2
,   𝒩𝑢 = 2𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

𝑡در گام زمانی ، بخش غیرخطی است 𝒩𝑢بخش خطی و  ℒ𝑢که  = 𝑡𝑛+1 با استفاده از طرح کرانک-

 :داریم  4نیکلسون

(۸) 𝜇𝑛+1𝑢𝑛+1 + 𝜃(ℒ(𝑢𝑛+1) + 2(𝑢𝑛+1𝑢𝑥
𝑛 + 𝑢𝑛𝑢𝑥

𝑛+1)) = 𝐹𝑛+1 

است که  𝑢∘ ،𝑢1، ... ،𝑢𝑛، تابعی معلوم برحسب توابع 𝑡𝑛+1که سمت راست این معادله در گام زمانی 

 .انددست آمدههای زمانی قبل بهدرگام

 

(۹) 

𝐹𝑛+1 = 𝜃𝑓𝑛+1 − (1 − 𝜃)(ℒ(𝑢𝑛) + 𝒩(𝑢𝑛) − 𝑓𝑛) − ∑ 𝜇𝑗𝑢𝑗

𝑛

𝑗=∘

+ 2𝜃𝑢𝑛𝑢𝑥
𝑛 

 صورت زیربا شرایط اولیه و مرزی به

 

(10) 

𝑢∘ = 𝑔(𝑥) 

𝑢𝑛+1(∘) = ∘ ,   𝑢𝑛+1(1) = ∘ ,   
𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝑛+1(1) = ∘ 

ℒ𝑢𝑛+1فرم بنابراین در هر گام زمانی یک معادله به = 𝐹𝑛+1  در هر گام زمانی یک  (۱)را داریم. رابطه

 (.201۸همکاران، و  ۵)دهقان خواهیم آن را به روش گالرکین حل کنیممعادله دیفرانسیل است که می

                                                 
1. Khader  

2. Kevlahan  

3. Dehghan 

4. Crank-Nicolson 

 

 

1. Dehghan  
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 گالرکینروش 

 رسیم:معادله زیر میدهیم و به سازی زمانی را انجام میدر این روش ابتدا گسسته

𝜇𝑛+1(𝑢𝑛+1, 𝜐) + 𝜃(𝜇(𝜕𝑥
3𝑢𝑛+1, 𝜐) − 𝛾(𝜕𝑥

2𝑢𝑛+1, 𝜐) + 2(𝑢𝑛+1𝑢𝑥
𝑛, 𝜐) + 2(𝑢𝑛𝑢𝑥

𝑛+1, 𝜐)) 

(11)     = (𝐹𝑛+1, 𝜐) 

𝜐ازای هر  به ∈ 𝐿2(Ω)  سپس تابع .𝑢𝑛+1   را برحسب توابع پایه{𝜑𝑖(𝑥),   𝑖 = 1, … , 𝑁 − -تقریب می {2

 .زنیم

 

(12) 

𝑢𝑀
𝑛+1(𝑥) ≈ ∑ 𝜔𝑗

𝑛+1𝜑𝑗(𝑥)

𝑀−2

𝑗=1

 

-میدستها را در هر گام زمانی به 𝜔𝑗اند که با حل دستگاه معادلات جبری زیر ها مجهول 𝜔𝑗در رابطه بالا 

 آوریم. 

𝜇𝑛+1(𝑢𝑀
𝑛+1, 𝜐𝑛) + 𝜃(𝜇(𝜕𝑥

3𝑢𝑀
𝑛+1, 𝜐𝑛) − 𝛾(𝜕𝑥

2𝑢𝑀
𝑛+1, 𝜐𝑛) + 2(𝑢𝑀

𝑛+1𝑢𝑥
𝑛, 𝜐𝑛) 

(13) +2(𝑢𝑀
𝑛 𝑢𝑥

𝑛+1, 𝜐𝑛)) = (𝐹𝑛+1, 𝜐𝑛),   ∀ 𝜐𝑛 ∈ 𝑊𝑁
∘  

𝜐𝑛پیشنهادی با در نظرگرفتن  روش = 𝜓𝑗  ،𝑗 = 1, … , 𝑁 − گردد منجر به یک دستگاه خطی می 2

 فرم زیر نوشت:صورت ماتریسی بهرا بهتوان آنکه می

(14) 𝐴𝜔𝑛+1 = 𝑓𝑛+1,   𝑛 = ∘ ,1,2, … 

  ضرایب جواب تقریبی است. 𝜔که 

 هایافته

انجام  یبرا .میکنیم شیرا آزما یشنهادیروش پ ییهمگرا هیبحث نظر یعددمثال  چندبا  نجا،یدر ا

که  میااستفاده کرده  ∞𝐿نرم محاسبه خطا از  یبرا .میااستفاده کرده 22نسخه  پلیافزار ممحاسبات از نرم

   شودیم فیتعر ریز صورتبه

𝐿∞ ≈ max|𝑈(𝑥𝑖, 𝑇) − 𝑢𝑀
𝑛 (𝑥𝑖)| 

1)أله مس قیجواب دق 𝑈 که در آن − 𝑢𝑀 و (2
𝑛  یینرخ همگرا نیهمچن .است (12) یبتقریجواب 

 :میاکردهمحاسبه  رینسبت به مکان و زمان را با روابط ز
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𝐸𝑂𝐶𝑖 =
ln(𝑒𝑖+1 𝑒𝑖⁄ )

ln(𝑁𝑖 𝑁𝑖+1⁄ )
              ,             𝐸𝑂𝐶𝑖 =

ln(𝑒𝑖+1 𝑒𝑖⁄ )

ln(𝑀𝑖 𝑀𝑖+1⁄ )
 

𝑡∆ ،خطا 𝑒𝑖 یی،نرخ همگرا  𝐸𝑂𝐶𝑖 که =
1

𝑁
ℎو      =

𝑏−𝑎

𝑀
 جیرا یفیط یهاکه در روش طورهمان. است  

 .کرد میاستفاده خواه یتمیلگار اسیاز نمودار با مق یشنهادیروش پ یینشان دادن نرخ همگرا یبرا ،است

(1) یکسردیفرانسیل معادله : 1مثال −  :میریگیمدر نظر زیر  قیرا با جواب دق (2)

𝑢(𝑥, 𝑡) = (1 − 𝑥)2 sin(2𝜋𝑥) (
2𝑡

𝑇
)

𝛼

𝐸
1,

𝛼
2

+𝜃+1
(

2𝑡

𝑇
) 

𝛾 صورتبه( 1موجود در ) یپارامترها = 1 ،𝜇 = 𝑇 و 1 =  برحسبخطاها را  1جدول. شوندیمانتخاب  2

 یبرا  ∞𝐿با نرم را  KdV یمعادله کسرطرح پیشنهادی برای  یی زمانیهمگرامرتبه  نیو همچن ∞𝐿نرم 

 . دهدیمنشان  یاز مشتقات کسر یبرخ

𝑡ی در  از مشتقات کسر یبرخ یبرا  ∞𝐿با نرم یی زمانی طرح پیشنهادی همگرا. 2جدول  = 𝑀و     1 = 12 

α =0.7 α =0.5 α =0.3  

EOC Error EOC Error EOC Error N 

 5.16E-07   5.58E-07   5.17E-07  50 

0.9614  2.65E-07  1.0314  2.73E-07  1.0952  2.42E-07  100 

1.0612  1.27E-07  1.1502  1.23E-07  1.2607  1.01E-07  200 

1.2086  7.78E-08  1.3345  7.16E-08  1.5626  5.36E-08  300 

1.3672  5.25E-08  1.5760  4.55E-08  1.6860  3.30E-08  400 

(1) یکسردیفرانسیل معادله : 2مثال −  :میریگیمدر نظر زیر  قیرا با جواب دق (2)

𝑢(𝑥, 𝑡) = (1 − 𝑥)2 sin(2𝜋𝑥) (
2𝑡

𝑇
)

𝛼

𝐸
1,

𝛼
2

+𝜃+1
(

2𝑡

𝑇
) 

𝛾 صورتبه( 1موجود در ) یپارامترها = 1 ،𝜇 = 𝑇 و 1 = خطاها را   2. جدولشوندیمانتخاب  2

 یبرا  ∞𝐿با نرم را  KdV یمعادله کسریی مکانی طرح پیشنهادی برای همگرامرتبه و  ∞𝐿نرم  برحسب

 .دهدیمنشان  یاز مشتقات کسر یبرخ
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𝑡ی در  مشتقات کسر یبرخ یبرا  ∞𝐿با نرم طرح پیشنهادی  مکانییی همگرا. 1جدول  = 𝑁و     1 = 400 

α =0.7 α =0.5 α =0.3  

EOC Error EOC Error EOC Error M 

 5.08E-04   6.07E-04   7.25E-04  4 

1.7192  2.53E-04  1.7136  3.03E-04  1.7061  3.63E-04  6 

8.5215  2.18E-05  8.5226  2.61E-05  8.5302  3.12E-05  8 

13.5927  1.05E-06  13.6181  1.25E-06  13.6611  1.48E-06  10 

16.4310  5.25E-08  18.1722  4.55E-08  20.8603  3.30E-08  12 

     یریگجهینت

 یبا معرف یرخطیغ یکسر ت دیفرانسیلمعادلا یعدد یسازهیشب یروش کارآمد برا کیما کار،  نیدر ا 

-پیشنهادی منجر به یک دستگاه معادلات خطی می روش .میارائه کرد لژاندر یاچندجملهبر اساس  هیتوابع پا

حرکت اجسام مانند  توانمی استفاده از این معادلاتبا  .میارائه کردصورت ماتریسی را بهگردد که آن

تواند در طراحی و سازی کرد. این امر میهای پرتاب را مدل کرده و شبیهها، پهپادها و سیستمموشک

 استفاده ازهمچنین  .بینی حرکت و سرعت اجسام استفاده شودهای دفاعی با قابلیت پیشسیستم سازیبهینه

های این بینی قابلیتتواند به کاهش نویز، پیشهای راداری و سنسوری میسازی سیستممعادلات در مدل این

 کی یشنهادیکه روش پ شودیمشاهده م ،یعدد جیاز نتا .کمک کند هاآنها و بهبود عملکرد سیستم

  .کندیارائه م مکاندر  یفیط ییگراهم کیمرتبه ثابت در زمان و  ییگراهم
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